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Ubersicht

e Statistische Grundlagen
— t-test
— Wilcoxon Test
e Analyse von Microarrays
— SAM (t-Statistik)
— SAM (Wilcoxon-Statistik)
— EBAM (t-Statistik)
— EBAM (Wilcoxon-Statistik)
e \ergleich
e Zusammenfassung und Wiederholung
e (Fragen, Diskussion und Ubungen je nach Bedarf)
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t-Test

e Definitionen :
X := Zufallvarible
H := Hypothesenraum
K := Alternative
©:.=HUK

o Test: &(x) : x — [0, 1], wobei x der Ereignisraum von X ist.

d(x) = 1 = : Hypothese wird abgelehnt
®(x) = 0 = : Hypothese wird nicht abgelehnt

sup{Lg(0):0€K}
sup{Lz(0):0cH}

e Likelihood-Quotienten : g(z) =
e Gesuchtistein c € R, so dass:

q(x) > c < P(x) (q(x) > cist hier ein bool'scher Ausdruck)
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t-Test

e Xi,...X, seien N(u,c?)-verteilte Zufallsvariablen mit unbekanntem (u, o%).
FUr gegebenes i ist zu testen, ob g = p oder pug # w ist. Es gilt:

sup{L.(0) : 0 € K} = f(z[(Z,57))
sup{L.(0) : 0 € H} = f(z[(p0,5"))

~ —(z—%)2 /52
f(z|(%,5%)) = z75=e =/

~ —x—a_32?f2
f(z|(z,5%)) = ﬁe S
o2 szz—f

1
2 _ 1
0" =522 Ti — Mo
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t-Test

_ sup{Lg(0):0eK} _ f(=|(2,5%) _ (z— uo)
* (%) = ST @Fen) = Talggad) — = LT

Fir geeignetes cist g(z) > ¢ < ¢(x)

e Definition von T(X) :

s(w) = /717 i (2 — T)?

Fir geeignetes t € RistT'(x) > t < q(x) > ¢ < ¢(x)
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t-Test

e Seien Y; = (X; — po)/o normalverteilte und nur von X,; abhaengige
Zufallsvariablen, dann gilt :

T(X) = ¥4

o s(y)ist x?/(n — 1)%-verteilt. Hieraus lasst sich die Verteilung von T(x) ableiten.
Es lasst sich zeigen, dass diese nur von n abhangt.

e Satz: Sind X1, ..., X,, unabhangige N (o, o°)-verteilte Zufallsvariablen und ist
T(X) wie oben definiert, dannist T'( X)) t,,_1-verteilt.
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t-Test

Felatiuve
Freguency
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t-Test

o Seien X = X1, ..., X;n N(u1,0)-und Y = Y7, ..., Y, N(us,o3)-verteilt. Die
Nullhypothese 6 € H sei, dass pu; = us, und die Alternative § € K, dass
p1 7 o ist.

e Unter der Hypothese ist

T(X) .= 2=

sVt
mit s := s*(X, Y) = 7= (330, (X = X)* + 2L, (i = Y)Y)

tn+m—o-verteilt.
e Bei gegebenem Signifikanzniveau o gibt es 3-Quantil ¢ g (8 = 1 — «), so dass
T(X,Y)| > tmyn—2p

die Hypothese mit Signifikanzniveau « verworfen wird.
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t-Test

e Wiederholung
e gegebenenfalls Aufgabe :

Gemessen werden 15 Genexpressionswerte in einem zellphysiologisch
identischen Zustand. Der Mittelwert betraegt z und die geschatzte Varianz sZ.
Wie lautet das Konfidenzintervall fuer den Erwartungswert ;o zum Niveau o = 0.1
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t-Test

e LOsung : Die Genexpressionswerte sind t4-verteilt. Die zugehorige T-Funktion
lautet :

Die beiden zum Signifikanzniveau « zugehdrigen 3-Quantile sind t1a,1-¢ und
t1s,g. Das Konfidenzintervall lautet damit :

[T (t14,0.05); T~ ' (t14.0.05)]
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Wilcoxon-Test

e FUr einen gegebenen Datenvektor X = z, ..., z, bezeichne xz(, ..., x(,) die
zugehoerige Ordnungsstatistik und r; den Rang von x;.

e Seien Xq,...X,,und Y, ..., Y, Zufallsvariablen mit unbekannten Wahrscheinlichkeits-
verteilungen fx und fy.
Hypothese: fx = fy,bzw. fx # fy mit P(Y; > t) < P(X; > t),Vt
Alternative: fx # fy mit P(Y; > t) > P(X; > t),Vt

e Unter der Hypothese gilt, dass fuer eine beliebige Permutation = der
Zufallsvariablen Z := (Xy,..., Xm, Y1,...,Y,), die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A, = {w € Q : Z,(1)(w) < ... < Zpmn)(w)} gerade P(A,) = 35
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Wilcoxon-Test

e Im Falle der Alternative sind Y; tendenziell grosser als X;. Die Rangsumme
W =>".r,furi=1,...,mvon X ist dann entsprechend kleiner.

e Zu einem gegebenen Signifikanzniveau « gibt es ein c¢(a, m,n), so dass
P(W < ¢) < «ist. Dieser Wert lasst sich in Tabellen nachschlagen.

o (W(z) <c) e &(x)
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Microarray Analyse

e Definitionen : Gegeben ist eine Matrix X,;, welche 57 = 1,...J
Genexpressionswerte fuer ¢+ = 1,...,I Gene gespeichert hat. nq
Expressionswerte wurden unter Bedingung 1 gemessen (3 = 1, ...n1) und ny
unter Bedingung 2 (y = 1 + nq, ...J).

d; bezeichnet den Scorewert, der entsprechend der T-Statistik berechnet wird :

s; ist die Standardabweichung und sq ist der sogenannte "fudge”-Faktor.
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FDR

e allgemein :FDR = E(%)

e Signifikanzniveau o = 0.05 und Proben=3000 = FFDR = 150

. Toom
e FDR = #{p;Ip;<a}
p; . p-value of gene .
7 . a prioir Wahrscheinlichkeit ftr die Hypothese

e Berechnung von 7 : Betrachtung der Anzahl der p-Values nahe bei 1.

o = #({fj"zgif‘}, fuer o ~ 1

Gegebenenfalls verbesserte Schatzung durch Extrapolotion bei o« = 1.
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FDR - Rechenbeispiel

e Gegeben sind :
J = 3000 Gene
Gruppe 1 (normal) 15 Proben
Gruppe 2 (behandelt) 13 Proben, fir alle Gene 5 = 1, ..., J
|dentitat der Proben fir alle Gene : (n,n,...,n,b,b, ..., b)
Label der Proben fur alle Gene : (1,1,...,1,2,2,...,2)

e Bestimmung der T-Statistik und des B-Quantils ¢ s fir gegebenes 3
T(j) = d;j = 223 fur j = 1, ..., 3000
J
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Histogramm der T-Statistik  7'(d,)
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Ficure 12.1. Histogram of 3000 t-statistics from the example.
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Berechnung der FDR

e Definitionen :
tr,g = 2
V' := Anzahl der falsch positiven Hypothese
S := Anzahl der richtig positiven Hypothesen
R :=V + S = Anzahl der signifikanten Hypothesen d;

o R=|{dld; > typ}| =146
e Wie grolist die FDR innerhalb dieser 146 Proben ?

Schatzung durch Berechnung der Scores d;? fuar b = 1,...,100 bei einer
zufalligen Permutationen der Probenlabel (1,1, ...,1,2,2,...,2).
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Schatzer von mound FDR

e 1o bezeichnet die a priori Wahrscheinlichkeit flr die Nullhypothese.

o Firalle:s=1,....,ITundb =1, ..., Bqilt

~ _ |{d;|d;<0.15}

o = {dl|dP<0.15}|/B = e

_— dl|dl> B
FDR = fol o ” = 0.89 - 8.42% = 7.49%
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Statistical Analysis of Microarrays
(SAM)

e Software, die basierend auf einer modifizierten t-Statistik statistisch signifikante
Geneexpressionen und eine entsprechende FDR ermittelt.

e Algorithmus :
1. Berechnung des Expression-Scores d; fur alle Gene und Erstellung der
Rangordnung d;) < ... < dgp).
2. Berechnung der Score d! fiir B Permutationen der Probenlabel, Berechnung
der Rangordnung df;, < ... gAc/lY(’m) mit dg;y = 3, dl;) /B
3. Auftragung von d;) gegen d;y (SAM Plot)
4. Bestimmung von cut,,(A) und cutqown(A) bei gegebenem Schwellenwert
A > 0. Alle Gene mit d; > cut,,(A) bzw. d; < cutgown(A) sind positiv
signifikant.
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Statistical Analysis of Microarrays
(SAM)

positive sigmificant

cutup

observed d(i)
0

cutiow

expected d(i)
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SAM - Bestimmung der FDR

e Schatzer fur FDR :

_ {allal>ty 5}I/B
FDR = Tog1ass, 5N

(analog zur t-Statistik)
e Bestimmung der Signifikanzgrenzen und die Schatzung von FDR werden mit

verschiedenen A wiederholt, bis sie zusammen ein mglichst gutes Testergebnis
liefern.
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SAM / Wilcoxon Test (SAM-Wiic)

e \orteil : Verteilung der Nullhypothese ist bekannt,

e Algorithmus :
1. Berechnung der Rangsumme W,; und Erstellung der Ordnungsstatistik
Way < ... < Wiy
2. Berechnung der erwarteten Rangsummen W(% aufgrund der (¢ — 0.5) /m-
Quantile.
3. Bestimmung des ersten Datenpunktes (W&), W 1) rechts des Mittelwertes
Wnean = ni(n + 1)/2, so dass W;) — W(% > A bei vorgegebenem A ist.
4. Analoge Schatzung von FDR :

Cutup—l
m(l_zw:cutdown—l—l fo(w)

#significantgenes

FDR(A) = 7

(5. Wiederholung der Schritte 3. und 4.)
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Empirical Bayes Analysis of
Microarrays

e Die gemittelte Wahrscheinlichkeit fir den Score von d; Uber verschiedene
Mittelwerte lautet fir die Nullhypothese :

fo(di) = [ TTi_1 fobs(@ijlp)m(p)dp

e Bei differentiell exprimierten Genen gilt die Wahrscheinlichkeitsverteilung :

f1(z:) = fo(di1) fo(diz)

e Sind o und 7y die a priori Wahrscheinlichkeiten fur die Nullhypothese, bzw. die
Alternative, dann ist die lasst sich die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung wie
folgt definieren :

f(di) = mo - fo(di) + 71 - f1(di)
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EBAM

e Die a posterior Wahrscheinlichkeit fur d; lautet damit :

d.
pa(di) = 1 — mo 78

e Der Schatzer fir die FDR lautet wieder ganz analog :

=1h _ - {dlldleryl/B
FDR = To gz gery

I'={d:pi(d) > 0.9}

e o, fo und f missen hier geschatzt werden, wobei die Bestimmung von f/ f
mithilfe einer Regressionsanalyse ausreichend it.
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EBAM - Wilcoxon Test

e Wird die EBAM basierend auf dem Wilcoxon Test durchgefthrt, ist die Verteilung
fo unter der Nullhypothese bekannt. Folglich muss nur f geschatzt werden.

e Die a priori Wahrscheinlichkeit 7o(\) kann durch folgenden Ausdruck bestimmt
werden :

Ro(A) = HHkes
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Vergleich

e Die vier vorgestellten Statistikverfahren wurden auf drei Datensatze angewendet.

e In einer 5,000x50 Matrix wurden zufallige, normalverteilte Expressionswerte
erzeugt. Auf die ersten 250 Gene wurde auf die ersten 25 Proben eine
normaverteilte Storung mit positivem Mittelwert, auf die folgenden 250 Gene
analog eine Storung mit negativem Mittelwert addiert.

e Die Genexpressionslevel von 3,226 Gene wurden insgesamt 15 mal fur Zellen,
die entweder Mutationen des BRCA1 oder das BRCAZ2 Gen tragen, mit Hilfe von
cDNA Microarrays gemessen. Die beiden Mutationen sind hochgradig Krebs-
auslsend. (Hedenfalk-Daten)

e Mithilfe von Affymetrix high-density oligonucleotide chips wurden die Gen-
expressionsdaten von 3,051 Genen bei insgesamt 38 Patienten, die entweder
an ALL oder an AML erkrankt waren, gemessen.
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Vergleich

Simulation Hedenfalk Golub
Method 2 FDR R FDR R FDR
SAM 386.5 0.84 158 598 ™7 272
SAM-Wilc 369.1 (.88 206 7.25 TR 2.7
EBAM 380.9 (.86 162 5.52 714 °:2.76
EBAM-Wile J395.8 125 178 6.04 711 2088
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Zusammenfassung

e Die vier vorgestellten Teststatistiken beruhen entweder auf der t-Statistik oder
der Wilcoxon Statistik

e Alle Tests machen sich die Eigenschaft zunutze, dass zwischen den
Expressionswerten "implizite” Abhangigkeiten bestehen, namlich dahingehend,
dass die Anzahl der differentiell exprimierten Gene durch Betrachtung aller
Gene abgeschatzt werden kann. Dieser Informationsgehalt erlaubt eine bessere
Vorhersage uber vorhandene differentielle Genexpression.

e Bei EBAM wird dieser Effekt dadurch ausgenutzt, dass die Wahrscheinlichkeit
fur einen Datensatz a posteriori berechnet wird.

e Bei SAM geht diese Information dadurch ein, dass die Nullhypothese durch viele
Permutationen der Probenlabel geschaatzt wird.

e Der Wilcoxon Statistik hat den Vorteil, dass die Verteilung der Nullhypothese
exakt bekannt ist.
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